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1. (@) (Puntil)fsp(C,P)} ={[C]s |s € {P}}.
(b) (Punti 2) $. Infatti, se valesp(C, P)(s), per definizione esiste w tale che valg#P(s’) e [C] s’ = s; ma poicke
{P} C{UI R} & valida, sappiamo chHe(s') = R([C] s').
(c) (Punti 2) Dire chesp(C, P) = false signica che per qualungquedeve esserep(C, P)(s) = ff, cioe per qualunque
non pu esisteres’ tale che[C] s’ = s e P(s'). In altri termini, il comanddC deve non terminare su tutti gli stati per
cui vale la precondizionB.

Correzione: 1 a chi ha detto cldeve non terminare.
(d) (Punti 3) Intuitivamentesp(C; Cs, P) rappresenta I'insieme degli stati che possiamo ottenere eseg@end a
partire daP. Poicte eseguireC;; C. significa eseguire prim&; e poiC,, sappiamo che al termine dell’esecuzione

di C, l'insieme di stati che possiamo ottenereappresentato dgp(C, P), e quindi eseguendo a partire da questa
precondizione&C, otteniamasp(C'z, sp(Cy, P)), come illustrato sotto:
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Formalmente si ha:
p(Cy; Co, P)(s) = tt sse esiste’ tale che[C] s’ = s e P(s'),
sse esiste’ tale che[C,]([C1] s') = s e P(s'),
sse esistong, s” tali che[C] s’ = s” e P(s), e[C3] s = s,

sse esiste” tale chesp(C,, P)(s”) e [Co] s = s,
ssesp(Ca, p(Cy, P))(s).

Correzione: 1 per la caratterizzazione + 2 per una prova informale convincente o formale.

2. (a) (Puntil4) SiaNV =Vj e [1.i—1].Aj]=0AVYj € [L.n].Aj] > 0Ai<n+ L.
NB: La prima condizione inNV esprime la propriet'su cui si basa il funzionamento dell’algoritmo, eiib fatto
che in un momento intermedio dell’esecuzione tutti gli elementi findemscluso) sono gidiventatid. Ovviamente
guesto implica che quando si esce dal ciclo while (» + 1) vale la postcondizione desiderata.
La seconda condizione INV (ovviamente invariante) serve per garantire che nel caso il test nell’if sia fl$q (<
0) si possa concludere cii¢ i ]| = 0 (vedi prova formale per la seconda istanziazione di (Assign+Cons)).

La terza condizionaon € necessaria per la prova formale della correttezza parziale, ma la aggiungiamo per chiarezza
e percle serve al punto seguente per provare la terminazione.

Il corrispondente albero di prowil seguente (abbiamo indicato c6ril ciclo while).
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NVAIZn+ IAAT] >0 A[T]=A[1]-1 {INV}' (INVAT Zn+ LAAT] <0} i=i+1 {INV]'
INVAIZn+ 111 f (A[1]150) (A1 1=A[i]-17 el se {i =i +1} {INV] 9

{i =1AYj e [L.n].Aj] > 0} C{Vj € [L.n].Aj] = 0} (W+e)
Proviamo che le side conditions della regola (While+Cons) sono verificate:
e i =1AVYje]l..n].Aj] > 0implica banalmenté&NV (I'intervallo [1..¢ — 1] risulta vuoto, 8 < n + 1 poiché

n positivo);

e INVAI =n+ 1implicaVj € [1..n].Aj] = 0.

Proviamo che le side conditions di (Assign+Cons) sono verificate per le due istanziazioni:

o INVAI #n+1AAi] > 0implicabanalmentéNV[A[i] — 1/A[i]]=Vje[l..i— 1] Aj]=0AYj€
[1.n],j £ iAG] > 0AA[]+1>0Ai<n+1;

e INVAI Zn+1AA[I] <OimplicalNV[i +1/i]=Vje[1..i.Aj]=0AYj € [l.n].Aj] >0Ai <n,
infatti la prima condizione segue dal fatto che v/ (quindi gli elementi fino a — 1 sono0 e I'elemento di
postoi e > 0), ed inoltrevaleA[ i ] < 0, quindiA[ i ] = 0. La terza condizione vale pereh” < n + 1 (da
INV)ei #n+1.

Correzione: 10 a chi non ha messo la seconda condizione nell'invariante; 12 a chi ha messavece di < n+1
o varianti.
(b) (Punti5) Una funzione di terminazioeead esempio la seguente:
t: Sates - Z x Z,
t(s) = (n —s(i ), 225=1 s(AlD)
dove consideriamo sti x Z I'ordinamento prodotto, ce{z,y) < (z',y') ssex < ',y < ¥/
Infatti & facile vedere che perin {INVAi # n+ 1} sihachen —i € limitato inferiormente da zero (qui serve
lipotesii < n+ 1), e cosx;‘purez‘?:1 s(A[4]) percte gli elementi sono tutti positivi.
Inoltre, se si esegue il body a partire dasuim {INV A i # n + 1}, il valore dit decresce (strettamente): infatti se

si esegue il ramo “then” la prima componente resta uguale e la seconda diminuisce di uno, e viceversa se si esegue il
ramo “else”.

Correzione: non ho contato I'errore di indicare come codoniihiovece diZ percte lo hanno fatto (quasi) tutti; 3,5 a chi
non ha detto che I'ordine era lessicografico quando era indispensabile dirlo, e a chi non ha detto che occorreva aggiungere
la terza condizione nellinvariante; 2 a chi ha dato una funzione di terminazione che funzionava in un caso solo.

3. (Punti 5) Un'invariante adatead esempidNV = (f ound = x = y) AX < zy.

Questa invariante corrisponde alla seguente intuizione: se ad una certa itefazione diventa vero, sappiamo che
X =y, e poicle banalmenta & sempre< z, (infatti all'inizio sono uguali ex decresce sempre), possiamo concludere
chey < zg.

Piu precisamente si ha che:

(a) INV vale all'inizio, poicke —=f ound A x = x la implica; si noti che essendoound falso la prima condizione
('implicazione) inINV & vera;

(b) INV A f ound implica la postcondizione(il ragionamento fatto sopra);

(c) se valdNV A —f ound prima di eseguire il body, allora:

i. se siesegue il ramo “thenf,ound diventa vero, e sappiamo cke=y, quindi la prima condizione (I'implica-
zione) inINV & vera e l'altra resta vera,

ii. se si esegue il ramo “elsef,ound resta falso quindi I'implicazione resta vera, e l'altra condizione resta vera
perche x decresce.

Il corrispondente albero di prova (non richiesta) Seguente, dove indichiamo c@nil ciclo while.
{INVA =found Ax =y} found=t rue {INV} () {INVA =f ound Ax #y} x=x- 1 {INV} (e

{INVA =found}if (x==y) {found=true} el se {x=x- 1} {INV}
{=found Ax =z} C{y < ¢}

)

(r)

(W+C)

La prova che le due side conditions di (While+Cons) sono verifieaata in (a)+(b) sopra; la prova che le side conditions
di (Assign+Cons) sono verificate per le due istanziazéoliai formalizzazione di (c) sopra, eda seguente:

¢ INV A —=f ound A x =y implica banalment& = y A x < 2y = INV[true/f ound],

e INVA=found Ax # y implica(=found = x — 1 =y) Ax — 1 < 2y = INV[x — 1/x]. Si noti che essendo
f ound falso la prima condizione (I'implicazion&)vera.

Correzione: 3,5 a chi ha dato un’invariante incompleta ma sensata.



