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De nizioni

Rete
@ Collezione di entit a (nodi) interconnesse.

@ Un arco (link) fra due entita denota un'interazione fra di
esse.
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Introduzione
Esempi
Obiettivi

Reti complesse
Strumenti Matematici

De nizioni

Rete
@ Collezione di entit a (nodi) interconnesse.

@ Un arco (link) fra due entita denota un'interazione fra di
esse.

Rete complessa
@ Rete con topologia non banale .

Information Network
@ | link rappresentano scambi di informazioni

Matteo Dell’Amico Reti complesse




Introduzione
Esempi
Obiettivi

Reti complesse

Motivazioni

Perché ci interessano le reti?

Sono ovunque
Sempre piu sistemi si possono modellare con le
reti
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Sono ovunque
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reti

Sono costantemente in crescita
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Introduzione
Esempi
Obiettivi

Reti complesse

Motivazioni

Perché ci interessano le reti?

Sono ovunque
Sempre piu sistemi si possono modellare con le
reti

Sono costantemente in crescita
Problemi su vasta scala

Abbiamo la potenza di calcolo necessaria a studiarle. ..
Ma ci vogliono gli strumenti adatti!
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Introduzione
Esempi
Obiettivi

Reti complesse
Strumenti Matematici

Reti sociali

Rete delle conoscenze

L= D Whise

- - - . b
@ | link denotano un'interazione sociale JS'
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Introduzione
Esempi
Obiettivi

Reti complesse

Reti sociali

Altri esempi
9@ Rete dei co-autori
@ Rete delle chiamate telefoniche
@ Rete degli attori
@ Rete delle E-mail/IM
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Introduzione
Esempi

Reti complesse

Obiettivi

Knowledge network

Rete delle citazioni e World Wide Web

@ | nodi memorizzano informazioni, i link le associano J5|
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Introduzione
Esempi
Obiettivi

Reti complesse

Knowledge network

Reti di ducia (Web of trust)

@ | nodi memorizzano informazioni, i link le associano Jsl
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Introduzione
Esempi
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Reti complesse
Strumenti Matematici

Reti tecnologiche

Rete ISP

v

@ Reti costruite per distribuire “prodotti” 151
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Introduzione
Esempi
Obiettivi

Reti complesse

Reti tecnologiche

Altri esempi
@ Reti per la distribuzione dell'energia
@ Reti delle linee aeree
@ Reti telefoniche
@ Reti di trasporto (strade, ferrovie, ecc. . .)

Matteo Dell’Amico Reti complesse



Introduzione
Esempi
Obiettivi

Reti complesse
Strumenti Matematici

Reti biologiche

Rete delle interazioni fra proteine

@ Rappresentano sistemi biologici J s‘
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Introduzione
Esempi
Obiettivi

Reti complesse

Reti biologiche

Catena alimentare

@ Rappresentano sistemi biologici J s.
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Introduzione
Esempi
Obiettivi

Reti complesse

Reti biologiche

Reti neurali

@ Rappresentano sistemi biologici J s‘
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Introduzione
Esempi
Obiettivi

Reti complesse

Il mondo e pieno di reti

Che ce ne facciamo?
@ Studiamo la loro topologia
@ Misuriamo le loro proprieta
@ Studiamo la loro evoluzione
@ Creiamo modelli realistici
@ Creiamo algoritmi che sfruttano la struttura delle reti
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Reti complesse Teoria dei gra
Strumenti Matematici Algebra lineare

Gra diretti - de nizioni

Gra diretti

@ Un grafo diretto G e una coppia (V;E).

= DS
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Reti complesse Teoria dei gra
Strumenti Matematici Algebra lineare

Gra diretti - de nizioni

Gra diretti

@ Un grafo diretto G e una coppia (V; E).
@ V e uninsieme nito (insieme dei vertici).

= DS
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Reti complesse Teoria dei gra
Strumenti Matematici Algebra lineare

Gra diretti - de nizioni

Gra diretti

@ Un grafo diretto G e una coppia (V;E).

@ V e uninsieme nito (insieme dei vertici).
@ E e unarelazione binaria su V (insieme degli archi).

@ Coppie ordinate di vertici.

= DS
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Reti complesse Teoria dei gra
Strumenti Matematici Algebra lineare

Gra diretti - de nizioni

Grado

@ Grado entrante (in-degree) di,(i) del nodo n;:
@ Numero di archi che entrano in nj.

@ Grado uscente (out-degree) dot(i) del nodo n;:
@ Numero di archi che escono da n;.

= DS
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Reti complesse Teoria dei gra
Strumenti Matematici Algebra lineare

Gra diretti - de nizioni

Esercizio

@ Da quali elementi e composto E per il grafo riportato
sopra?

= DS
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Reti complesse Teoria dei gra
Strumenti Matematici Algebra lineare

Gra diretti - de nizioni

Esercizio

@ Da quali elementi e composto E per il grafo riportato
sopra?
@ E = fny;nai;ng;nzi;ng; ngi;ng;ngi; ng;nsi; ns; noig.
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Reti complesse Teoria dei gra
Strumenti Matematici Algebra lineare

Gra indiretti - de nizioni

Gra indiretti

@ Un grafo indiretto G e una coppia (V; E).

@ V e uninsieme nito (insieme dei vertici).
@ E e unarelazione binaria su V (insieme degli archi).

@ Coppie non ordinate di vertici.
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Teoria dei gra
Strumenti Matematici Algebra lineare

Gra indiretti - de nizioni

Nota

@ Un grafo indiretto non puo avere cappi .
@ Arco da un vertice a se stesso.
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Teoria dei gra
Strumenti Matematici Algebra lineare

Gra indiretti - de nizioni

Grado

@ Grado d(i) del nodo n;:
@ Numero di archi incidenti in n;.
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Teoria dei gra
Strumenti Matematici Algebra lineare

Gra indiretti - de nizioni

Esempio
Esercizio

@ Da quali elementi e composto E per il grafo riportato
sopra?
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Reti complesse Teoria dei gra
Strumenti Matematici Algebra lineare

Gra indiretti - de nizioni

Esempio
Esercizio

@ Da quali elementi e composto E per il grafo riportato
sopra?

@ E = f(n1;n2);(n1;n3);(N1;Ng); (N2;n3) 5 (N2;Ns5)g.
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Reti complesse Teoria dei gra
Strumenti Matematici Algebra lineare

Cammini - de nizioni

Esempio

e

L
G

@ Cammino (path) dal nodo n; al nodo n;:
o Sequenza di archi (diretti o indiretti) da n; ad n;.
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Reti complesse Teoria dei gra
Strumenti Matematici Algebra lineare

Cammini - de nizioni

Esempio

Nle

Lunghezza

@ Lalunghezza di un cammino indica il numero di archi che
lo compongono.
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Reti complesse Teoria dei gra
Strumenti Matematici Algebra lineare

Cammini - de nizioni

Esempio

Nle

o8
o

Nodi connessi

@ Due nodi si dicono connessi se esiste un cammino che li
unisce.

Matteo Dell’Amico Reti complesse



Reti complesse Teoria dei gra
Strumenti Matematici Algebra lineare

Cammini - de nizioni

Esempio

M\le

oL
G

@ Un cammino che inizia e nisce nello stesso nodo e detto
ciclo .
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Reti complesse Teoria dei gra
Strumenti Matematici Algebra lineare

Cammini minimi

Esempio

e

Cammini minimi
@ Cammino di lunghezza minima (shortest path) dal nodo

n; al nodo n;:
@ La piu corta sequenza di archi (diretti o indiretti) da n; ad n;.
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Reti complesse Teoria dei gra
Strumenti Matematici Algebra lineare

Algoritmo di Dijkstra

Idea

@ Calcola i cammini minimi uscenti da
un'origine ng.

@ Si puo applicare sia a gra diretti che
indiretti.

@ E un'applicazione della visita in
ampiezza di un grafo: i nodi piu vicini
vengono visitati per primi.

@ Vedremo una versione sempli cata
dell'algoritmo valida per gra non
pesati.
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Strumenti Matematici Algebra lineare

Algoritmo di Dijkstra

for n; 2 V do

D; 1f Djeladistanzafrang ed nig
end for
Dp O
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Algoritmo di Dijkstra

for nj 2 V do

D; 1f Djeladistanzafrang ed nig
end for
Dp O

Po ?f np, precede n; nel cammino minimog
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Strumenti Matematici Algebra lineare

Algoritmo di Dijkstra

for nj 2 V do

D; 1f Djeladistanzafrang ed nig
end for
Dp O

Po ?f np, precede n; nel cammino minimog
Q new queue; append(Q;0) f Q contiene i nodi da visitareg
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Teoria dei gra
Strumenti Matematici Algebra lineare

Algoritmo di Dijkstra

for nj 2 V do

D; 1f Djeladistanzafrang ed nig
end for
Dp O

Po ?f np, precede n; nel cammino minimog
Q new queue; append(Q; 0) f Q contiene i nodi da visitareg
while Q 6 ; do

i = pop(Q) fvisitiamo il nodo piu vicinog
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Teoria dei gra
Strumenti Matematici Algebra lineare

Algoritmo di Dijkstra

for nj 2 V do

D; 1f Djeladistanzafrang ed nig
end for
Dp O

Po ?f np, precede n; nel cammino minimog
Q new queue; append(Q; 0) f Q contiene i nodi da visitareg
while Q 6 ; do

i = pop(Q) fvisitiamo il nodo piu vicinog

for 2V :(ni;n) 2 E(...om;;nei2 E)do
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Teoria dei gra
Strumenti Matematici Algebra lineare

Algoritmo di Dijkstra

for nj 2 V do

D; 1f Djeladistanzafrang ed nig
end for
Dp O

Po ?f np, precede n; nel cammino minimog
Q new queue; append(Q; 0) f Q contiene i nodi da visitareg
while Q 6 ; do
i = pop(Q) fvisitiamo il nodo piu vicinog
for 2V :(ni;n) 2 E(...om;;nei2 E)do
if D; = 1 then
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Teoria dei gra
Strumenti Matematici Algebra lineare

Algoritmo di Dijkstra

for nj 2 V do

D; 1f Djeladistanzafrang ed nig
end for
Dp O

Po ?f np, precede n; nel cammino minimog
Q new queue; append(Q; 0) f Q contiene i nodi da visitareg
while Q 6 ; do

i = pop(Q) fvisitiamo il nodo piu vicinog

for 2V :(ni;n) 2 E(...om;;nei2 E)do

if D; = 1 then
Dj Di+1
P, i

]
append(Q;j)
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Teoria dei gra
Strumenti Matematici Algebra lineare

Algoritmo di Dijkstra

for nj 2 V do

D; 1f Djeladistanzafrang ed nig
end for
Dp O

Po ?f np, precede n; nel cammino minimog
Q new queue; append(Q; 0) f Q contiene i nodi da visitareg
while Q 6 ; do
i = pop(Q) fvisitiamo il nodo piu vicinog
for 2V :(ni;n) 2 E(...om;;nei2 E)do
if D; = 1 then
Dj Di+1
P i
append(Q;j)
end if
end for
end while
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Teoria dei gra
Strumenti Matematici Algebra lineare

Algoritmo di Dijkstra

Risultato
@ Il vettore D contiene in D; la distanza di ogni nodo n; da ng.
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Strumenti Matematici Algebra lineare

Algoritmo di Dijkstra

Risultato
@ Il vettore D contiene in D; la distanza di ogni nodo n; da ng.

@ Il vettore P contiene in P; il predecessore di n; nel
cammino minimo.
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Reti complesse Teoria dei gra
Strumenti Matematici Algebra lineare

Algoritmo di Dijkstra

Risultato
@ Il vettore D contiene in D; la distanza di ogni nodo n; da ng.
@ Il vettore P contiene in P; il predecessore di n; nel
cammino minimo.

@ Per ricostruire il cammino da un nodo qualsiasi a ng e
suf ciente percorrere a ritroso la catena dei predecessori.
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Diametro

Esempio

e

©+
Diametro

@ Diametro del grafo G = (V;E):
@ La lunghezza del piu lungo cammino minimo in G.
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Gra indiretti - de nizioni

Esempio

Gra connessi

@ Grafo connesso : un grafo in cui ogni coppia di nodi e
connessa.
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Strumenti Matematici Algebra lineare

Gra indiretti - de nizioni

Esempio

Componenti connesse

@ Componente connessa : sottoinsieme massimale di
vertici connessi.
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Gra indiretti - de nizioni

Esempio

Gra completi

@ Grafo completo (clique): Un grafo che possiede tutti i
possibili "(“ Y archi.
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Reti complesse Teoria dei gra
Strumenti Matematici Algebra lineare

Gra diretti - de nizioni

G
(r)+—()

Gra fortemente connessi

@ Grafo fortemente connesso : ogni vertice e raggiungibile
da ogni altro.
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Reti complesse Teoria dei gra
Strumenti Matematici Algebra lineare

Gra diretti - de nizioni

c
()+—

Gra debolmente connessi

@ Grafo debolmente connesso : il corrispondente grafo
indiretto e connesso.
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Strumenti Matematici Algebra lineare

Gra diretti

Esercizio
@ De nire una componente fortemente connessa (SCC)
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Teoria dei gra
Strumenti Matematici Algebra lineare

Gra diretti

Esercizio

@ De nire una componente fortemente connessa (SCC)

@ Sottoinsieme massimale di vertici mutuamente
raggiungibili
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Strumenti Matematici Algebra lineare

Gra diretti

Esercizio

@ De nire una componente fortemente connessa (SCC)

@ Sottoinsieme massimale di vertici mutuamente
raggiungibili .

@ Tutti i nodi per cui da un nodo qualsiasi si possono
raggiungere tutti gli altri tramite un cammino diretto .
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Gra diretti

Esercizio

@ De nire una componente fortemente connessa (SCC)

@ Sottoinsieme massimale di vertici mutuamente
raggiungibili .

@ Tutti i nodi per cui da un nodo qualsiasi si possono
raggiungere tutti gli altri tramite un cammino diretto .

Esercizio
@ De nire una componente debolmente connessa (WCC)
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Gra diretti

Esercizio

@ De nire una componente fortemente connessa (SCC)

@ Sottoinsieme massimale di vertici mutuamente
raggiungibili .

@ Tutti i nodi per cui da un nodo qualsiasi si possono
raggiungere tutti gli altri tramite un cammino diretto .

Esercizio

@ De nire una componente debolmente connessa (WCC)

@ Sottoinsieme massimale di vertici mutuamente raggiungibili
ignorando la direzione dei link
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Strumenti Matematici Algebra lineare

Gra diretti

Esercizio

@ De nire una componente fortemente connessa (SCC)

@ Sottoinsieme massimale di vertici mutuamente
raggiungibili .

@ Tutti i nodi per cui da un nodo qualsiasi si possono
raggiungere tutti gli altri tramite un cammino diretto .

Esercizio

@ De nire una componente debolmente connessa (WCC)
@ Sottoinsieme massimale di vertici mutuamente raggiungibili
ignorando la direzione dei link
@ Tutti i nodi per cui da un nodo qualsiasi si possono
raggiungere tutti gli altri tramite un cammino indiretto .
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Gra diretti
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Gra diretti

( )

WCC
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Gra diretti

( )

Wi

- | @
C

SC
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Sottogra

Esempio

Sottogra
@ Sottografo di G =(V;E):
@ Ungrafo G°= (V%EY, dove V® V edE® E.
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Sottogra

Esempio

Sottogra indotti

@ Sottografo di G = (V;E) indotto daV® V:
@ Un grafo G°= (V% EY, dove E®= f(u;v) 2 E :u;v 2 V%.
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Gra bipartiti

Esempio

e

Z

Gra bipartiti

@ Grafo bipartito G = (V;E):
@ V puo essere partizionato in due sottoinsiemi L ed R, tali
che tutti gli archi in E vanno da L a R.
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Alberi

Alberi
@ Albero : grafo connesso, indiretto e senza cicli.
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Matrice di adiacenza

Esempio

| : ™
0

0
A=RB 1
0

0

oOr oOoO0OO
OrRr OOR
RPORRFRO

oOr ooo
OO0

Matrice di adiacenza

@ Matrice binaria A con righe e colonne etichettate dagli
elementi di V.
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Matrice di adiacenza

Esempio

| : ™
0

0
A=RB 1
0

0

oOr oOoO0OO
OrRr OOR
PORRFRO

oOr ooo
OO0

Matrice di adiacenza
@ Aj = 1sen; ed n; sono adiacenti , 0 altrimenti.
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Matrice di adiacenza

Esempio

| : ™
0

0
A=RB 1
0

0

Or oo O
Or oOor
RPORRFRO

or ooo
OO0

Matrice di adiacenza

@ E simmetrica perigra indiretti.

Matteo Dell’Amico Reti complesse



Reti complesse Teoria dei gra
Strumenti Matematici Algebra lineare

Autovalori ed autovettori

La lezione sara tenuta domani dal Prof. Fabio Di Benedetto. |

Attenzione

@ Sono esonerati da seguire la lezione tutti quelli che hanno
gia seguito MC3.

@ La lezione comincera alle ore 9.30.
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