
Specifiche
Specifiche = descrizione delle caratteristiche di un prodotto
Esem

pio  non inform
atico: la specifica di un detersivo è data da quale

quantità è necessaria per fare un bucato, quanto pulisce alle varie
tem

perature, per quali tessuti può essere usato, etc.
Esem

pio inform
atico: specifiche funzionali di un program

m
a: su quali

piattaform
e può girare, di quanta m

em
oria ha bisogno, che cosa fa.

Le specifiche prescindono da com
e il prodotto è realizzato, m

a sono
espresse in term

ini relativi al dom
inio di applicazione del prodotto:

•
necessità di astrazione (per sem

plicità e quindi com
prensibilità)

•
leggibilità da parte dell’utente che di solito non ha le com

petenze per
capire una descrizione tecnica del prodotto

•
segreto industriale (ovvie ragioni di m

ercato suggeriscono di non
divulgare com

e è realizzato un prodotto)
N

el caso del detersivo non si può/deve usare la form
ula chim

ica
corrispondente.
N

el caso del SW
 non si può usare il codice.



Specifiche Form
ali

Consideriam
o il caso del SW

Il linguaggio naturale, che è quello che tutti conoscono è com
odo da

usare, m
a troppo am

biguo per un contratto fra fornitore e utente
I linguaggi form

ali, che sono assolutam
ente non am

bigui, sono artificiali
e spesso o troppo poveri da un punto di vista espressivo, o troppo difficili
da capire e padroneggiare.
Soluzione ideale (dream

ing):
A

vere un “traduttore autom
atico” da linguaggio naturale a linguaggio

form
ale.

Essendo il linguaggio naturale am
biguo e quello form

ale no, è
im

possibile realizzarlo.
Esistono soluzioni di com

prom
esso, cioè linguaggi sem

iform
ali, o

linguaggi form
ali con rappresentazioni intuitive (eg grafiche) che

trattano aspetti ristretti del linguaggio.



Specifiche Funzionali
A

 seconda degli aspetti che si vogliono discutere i diversi linguaggi
risultano più o m

eno adeguati.
Requisiti “im

perativi”…
logiche tipo alla H

oare
Requisiti tem

porali (soprattutto per paradigm
i concorrenti)…

logiche
tem

porali dove ci sono connettivi tipo “prim
a o poi”, “d’ora innanzi

sem
pre”, “questo finché non diventa vero quello”

Requisiti “funzionali”, riguardano i servizi offerti dal sw
, eg quali

procedure com
prende, con quali tipi e che calcolano quale funzione.

Inizialm
ente (fine anni 60, inizio 70) legati alla descrizione dei tipi di

dato (= fam
iglie di insiem

i + operazioni prim
itive per m

anipolarli, eg
stack+elem

+em
pty+pop+top+push+length).

Pare stiano tornando di m
oda per descrivere le interfacce delle

com
ponenti



Specifiche A
lgebrico/Logico

Servono a descrivere requisiti funzionali di un sistem
a

Consideriam
o il caso puram

ente funzionale (si possono estendere per
gestire cosi con stato, m

a il concetto di stato non è prim
itivo)

G
li ingredienti sono

•
Sintassi dell’interfaccia (segnatura, italianizzazione di signature)

•
Im

plem
entazione, o realizzazione (algebra, o tipo di dato concreto)

•
Specifica, o descrizione logica di proprietà (assiom

i, o form
ule)

D
are una specifica vuol dire fissare i nom

i dei tipi e delle
funzioni/procedure che il prodotto è in grado di fornire e fissare
attraverso delle form

ule logiche le proprietà astratte dei tipi e delle
funzioni stesse (cioè proprietà sulla sem

antica).
D

ata una specifica ci sono tre processi fondam
entali per utilizzarla:

- derivazione di proprietà (una form
ula è deducibile dagli assiom

i?)
- validazione (un’im

plem
entazione soddisfa gli assiom

i?)
- prototipizzazione (si deriva, ove possibile, una im

plem
entazione)



A
lgebre Parziali con Predicati

Per trattare il sw
 ad un alto livello di astrazione è conveniente m

odificare
le algebre (com

e viste ad A
lgebra, spero) e/o la logica del prim

’ordine
(vista a Logica) e definire le algebre parziali con predicati.
U

na segnatura S = (S,F,P) consiste di
•

U
n insiem

e S di nom
i dei tipi, o sort

•
U

na fam
iglia F di sim

boli di funzioni, indiciata su S*¥S.
se fŒ

 F
s1 …

sn ,s  indicherem
o f: s1 ¥…

¥sn Æ
s

•
U

na fam
iglia P di sim

boli di predicati, indiciata su S*.
se pŒ

 P
s1 …

sn  indicherem
o p: s1 ¥…

¥sn

Esem
pio una segnatura per le liste di interi S

list :
S = {int,list}
F consiste di 0: Æ

 int, S: int Æ
 int, em

pty: Æ
 list, push: int¥ list Æ

 list,
pop: list Æ

 list, top: list Æ
int

P consiste di is0: int, isem
pty: list, isIn: int¥ list



A
lgebre Parziali con Predicati (2)

D
ata una segnatura S = (S,F,P) una S-algebra (parziale con predicati)

consiste di
•

U
n insiem

e s A per ogni sŒ
S, detto carrier o supporto di tipo s in A

•
U

na funzione parziale f A: s1 A¥…
¥sn AÆ

s A per ogni f: s1 ¥…
¥sn Æ

s Œ
F,

detta interpretazione di f in A
•

U
n insiem

e p
AÕ

 s1 A¥…
¥sn A per ogni p: s1 ¥…

¥sn Œ
P, detto insiem

e di
verità di p in A

•
Se tutte le funzioni di un’algebra sono totali, l’algebra si dice totale

Esem
pio un’algebra sulla segnatura S

list :
int A = N

, list A = N
*

0
A = 0, S

A(x) =x+1, em
pty

A =
l, push

A(n,x) = nx, pop
A(nx) = x e

pop
A(l) indefinito, top

A(nx) = n e top
A(l) indefinito.

is0
A = {0}, isem

pty
A ={l}, isIn

A ={(n,x) | $i Œ
[1,|x|].x(i)=n}



Logiche Parziali
D

ata una segnatura S = (S,F,P) i S-term
ini sono definiti com

e per la
segnatura (S,F).
Le form

ule logiche sono definite com
e nel caso della logica del

prim
’ordine sui sim

boli funzionali F e predicativi P, ovvero per
induzione com

e segue:
•

p(t1 ,…
,tn ) è una form

ula atom
ica per ogni p: s1 ¥…

¥sn Œ
P, e term

ini ti
di tipo si

•
Se y e j sono form

ule, allora tali sono anche ÿ
j, j

Ÿ
y, j

⁄
y, j

…
y,

$x:s.j e "
x:s.j

Esem
pi di form

ule sulla segnatura S
list :

isem
pty(pop(push(n,em

pty)))
"

x: list. Isem
pty(x) ⁄ isIn(top(x),x)

$n:int. is0(n)
"

 n:int. is0(n) …
 n = 0

N
O

 quest’ultim
a non è (per il m

om
ento) una form

ula perché com
pare =

=



Interpretazione e validità
La validità delle form

ule logiche in un’algebra parziale con predicati è definita com
e

nel caso della logica classica, per induzione sulla form
a delle form

ule, basandosi sul
concetto di interpretazione t A

,V di un term
ine t in un’algebra A

 rispetto ad una
valutazione V

 (alm
eno) delle variabili che vi com

paiono in A
:

Se V
: X

Æ
A

 è una valutazione delle variabili libere di z, allora z vale (o è valida) in A
rispetto a V

, indicato A
|=

V  z se e solo se:
•

se z è p(t1 ,…
,tn ) e t1 A

,V,…
,tn A

,VŒ
p

A

•
se z  è ÿ

j e A
|≠

V  j;
•

se z  è j
Ÿ

y e sia A
|=

V  j che A
|=

V  y
;

•
se z  è j

⁄
y e A

|=
V  j oppure A

|=
V  y;

•
se z  è j

…
y e A

|=
V  y oppure A

|≠
V  j;

•
se z  è $x:s.j ed esiste V

’:X
»

{x}Æ
A

 t.c. V
’(y) =V

(y) se y≠x  e A
|=

V
’  j;

•
se z  è "

x:s.j e per ogni V
’: X

»
{x}Æ

A
 t.c. V

’(y) = V
(y) se y≠x  e A

|=
V

’  j;
Per poter fare un esem

pio bisogna prim
a definire l’interpretazione t A

,V
 (e lo farem

o nel
prossim

o lucido)
U

na form
ula z è valida in un’algebra A

, indicato A
|= z, se e solo se A

|=
V  z per ogni

valutazione delle variabili libere di z in A
,

cioè se e solo se A
|=

V  {"
x:s | x Œ

FreeV
ar(z)s }. z (chiusura universale di z).



Interpretazione Parziale
Consideriam

o term
ini costruiti su una segnatura S = (S,F,P) e una fam

iglia X
 indiciata

su S di insiem
i di variabili.

La fam
iglia di tali term

ini si indica T
S (X

).
U

na valutazione V
: X

Æ
A

 è una fam
iglia di funzioni totali V

s : X
s Æ

 s A

D
ata una valutazione V

: X
Æ

A
, l’ interpretazione dei term

ini, indicata _
A

,V: T
S (X

)Æ
 A

,
è una fam

iglia di funzioni parziali _
A

,V: T
S (X

)s Æ
 s A

 definita per induzione sui term
ini

com
e segue

•
x

A
,V = V

s (x) se x Œ
X

s

•
se t1 A

,V= a1 Œ
s1 A,…

,tn A
,V

 = an Œ
sn A e f A(a1 ,…

,an ) = aŒ
s A, allora f(t1 ,…

,tn ) A
,V

 = a

Esem
pio (solita segnatura ed algebra)

(pop(push(n,em
pty))) A

,V
 =

pop
A((push(n,em

pty)) A
,V) =

pop
A(push

A((n) A
,V,(em

pty) A
,V)) =

pop
A(push

A(V
(n),em

pty
A))  =

pop
A(push

A(V
(n),l)) = pop

A(V
(n)l) = l

perché un term
ine

sia definito
devono esserlo tutti
i suoi sottoterm

ini
e i rispettivi valori devono
appartenere al dom

inio di f

D
a cui per qualsiasi valutazione V

A
|=

V  isem
pty(pop(push(n,em

pty)))
perché
(pop(push(n,em

pty))) A
,V

 = l Œ
 isem

pty
A ={l},



U
guaglianza e Parzialità

V
ogliam

o aggiungere il sim
bolo di uguaglianza alla nostra logica.

Per poter esprim
ere form

ule di qualsiasi tipo con uguaglianze, basta aggiungere
l’uguaglianza com

e form
ula atom

ica e darne l’interpretazione sem
antica in una

generica algebra rispetto ad una valutazione delle form
ule.

Poi essendo sia le form
ule che la loro validità definita per induzione, si

propagheranno senza problem
i.

N
el caso totale due term

ini sono uguali se denotano (sono rappresentazioni
sintattiche di) lo stesso valore, ovvero se la loro valutazione porta allo stesso
risultato.
N

el caso parziale, le due frasi non sono più equivalenti perché c’è il caso in cui
le due valutazioni portano allo stesso risultato: indefinito.
Q

uindi nel caso parziale ci sono naturalm
ente due nozioni di uguaglianza

•
t = t’ (uguaglianza forte) A

|=
V  t=t’ se e solo se t A

,V =
^  t’ A

,V
 (eventualm

ente
indefiniti entram

bi)
•

t =
e  t’ (uguaglianza esistenziale) A

|=
V  t =

e  t’ se e solo se
$aŒs A.t A

,V =a= t’ A
,V



D
efinitezza e Strettezza

A
bbreviazione: D

ef(t) sta per t =
e  t (la sua validità vuol dire che t A

,VŒ
s A,

t è definito in A
)

A
lternativam

ente avrem
m

o potuto aggiungere un predicato unario D
ef con

interpretazione fissa e coincidente con tutto il carrier
(fissata, volendo dall’assiom

a "
x:s.D

ef(x), uno per ogni tipo s in S)
Funzioni (e predicati) in quest’approccio sono stretti, cioè restituiscono un valore (sono
veri) solo su argom

enti definiti.
Prop. Fissate una segnatura S = (S,F,P), una S-fam

iglia X
 di variabili, term

ini
ti Œ

T
S (X

)si , una S-algebra A
 e una valutazione V

: X
Æ

A
.

1 Per ogni f: s1 ¥…
¥sn Æ

sŒ
F, A

|=
V  D

ef(f(t1 ,…
,tn )) im

plica A
|=

V  D
ef(ti )

2 Per ogni p: s1 ¥…
¥sn Œ

P, A
|=

V  p(t1 ,…
,tn ) im

plica A
|=

V  D
ef(ti )

Prova
1 A

|=
V  D

ef(f(t1 ,…
,tn )) se e solo se f(t1 ,…

,tn ) A
,VŒ

s A
  cioè, per definizione di

interpretazione, se e solo se t1 A
,V= a1 Œ

s1 A,…
,tn A

,V
 = an Œ

sn A e f(t1 ,…
,tn ) A

,V
 =

f A(a1 ,…
,an )Œ

s A, allora ti A
,VŒ

si A
 e  quindi  A

|=
V  D

ef(ti ).
2 A

nalogam
ente (per esercizio)

Q
uindi l’uguaglianza forte (che vale anche quando entram

bi i lati non sono definiti) non
potrà m

ai essere un predicato, m
entre l’uguaglianza esistenziale sì.



Logiche a 2/3 valori
N

el definire la validità di una form
ula abbiam

o scelto di allontanarci il
m

eno possibile dalla logica classica (totale).
Per questo non abbiam

o cam
biato il dom

inio di valutazione delle
form

ule, che possono essere solo vere o false.
Q

uindi abbiam
o scelto che un’applicazione di predicato ad un term

ine
indefinito valesse falso.
(A

ttenzione: questo non vuol dire che tutte le form
ule in cui com

pare un
term

ine indefinito sono false, eg A
|≠

V  D
ef(t) im

plica A
|=

V  ÿ
D

ef(t))
U

na scelta più radicale sarebbe stata passare ad una logica a 3 valori, in
cui una form

ula può essere vera, falsa o indefinita.
Logiche a 3 valori perm

ettono di discrim
inare situazioni che le logiche a

2 valori inevitabilm
ente identificano.

Però ai fini delle specifiche del sw
 funzionale e sequenziale, non sono

strettam
ente necessarie (e quindi non le facciam

o)
La logica parziale del prim

’ordine ha lo stesso potere espressivo di
quella totale.



Specifiche
U

na specifica Sp è una coppia (S,A
x), dove A

x è un insiem
e di S-form

ule, dette
assiom

i di Sp.
I m

odelli di Sp sono tutte le S-algebre che soddisfano tutti gli assiom
i di Sp, cioè

M
od(Sp) = {A

 | A
Œ

A
lg(S) e A

|=
a per ogni a

Œ
A

x}
Fra questo sono particolarm

ente i m
odelli term

-generated (generati dai term
ini), cioè

quei m
odelli in cui ogni elem

ento dei carrier è interpretazione di un term
ine senza

variabili.
Infatti, corrispondono a im

plem
entazioni m

inim
ali dove ci sono solo quegli elem

enti
che sono indispensabili per poter dare un’interpretazione alle “chiam

ate” ricevute
attraverso l’interfaccia pubblica (cioè la segnatura).
G

M
od(Sp) = {A

 | A
Œ

 M
od(Sp) e _

A
,∅: T

S (∅
)Æ

A
 surgettiva}

Esem
pio di specifica sulla segnatura S

list : Sp
list =(S

lis ,A
x) dove A

x consiste di
D

ef(em
pty) Ÿ D

ef(push(n,x)) (cioè push deve essere interpretata da una funzione totale)
pop(push(n,x)) = x Ÿ top(push(n,x)) = n
is0(n) …

 n = 0 Ÿ n = 0  …
 is0(n)

isem
pty(x) …

 x = em
pty Ÿ x = em

pty …
 isem

pty(x)
isIn(n,push(n,x)) Ÿ ÿ

 isIn(n,em
pty)

isIn(m
, x) …

 isIn(m
,push(n,x))



V
alidazione

N
el form

alism
o introdotto validare una im

plem
entazione rispetto a certi

requisiti diventa, form
alm

ente, verificare che un’algebra (l’im
plem

entazione) è
un m

odello della specifica (che form
alizza i requisiti).

Q
uesto è m

olto diverso da validare del sw
 m

ediante testing, perché è una prova
di correttezza in tutti i casi possibili.
Per questa ragione, i sistem

i safety critical sono di solito specificati e validati
(esem

pio canonico: il sw
 em

bedded in lavatrici, contatori della luce etc)
D

ata una specifica Sp = (S,A
x), ed una S-algebra A

 com
e si fa a verificare se A

è un m
odello di Sp?

Basta usare la definizione.
Si prende in esam

e un assiom
a a alla volta.

Si determ
inano le sue variabili libere FreeV

ar(a). isIn(m
, x) …

 isIn(m
,push(n,x))

Si fissa una valutazione V
 per FreeV

ar(a) in A
.

FreeV
ar(a) = {m

:int,x:list}

Si applica la definizione di validità e di interpretazione un passo alla volta.
Siano V

(m
)Œ

N
 e V

(x)Œ
N

*

A
|=

V
 isIn(m

, x) …
 isIn(m

,push(n,x)) sse A
|≠

V
 isIn(m

, x) o A
|=

V  isIn(m
,push(n,x))

A
|≠

V
 isIn(m

, x) sse (m
A

,V,x
A

,V)  œ
isIn

A sse (V
(m

), V
(x))œ

isIn
A

 sse per ogni i
Œ

[1,|V
(x)|].V

(x)(i) ≠n…
.etc, etc...



M
odelli Rappresentativi

Fra tutti i m
odelli di una specifica ci interessa individuarne uno che rappresenti,

per quanto possibile, tutta la classe dei m
odelli.

V
isto che siam

o focalizzati sull’uso della logica, questo vuol dire un m
odello

che ci dia inform
azioni sulla validità di form

ule anche negli altri m
odelli.

Se possibile, ci piacerebbe un m
odello B (per Best) tale che

* B
|=

j im
plica A

|=
j per ogni m

odello A
 e per ogni form

ula j.
Supponiam

o che esista un tale m
odello. A

llora per ogni term
ine (senza variabili) t si

avrebbe
B

|=D
ef(t) im

plica A
|= D

ef(t), B
|=

ÿ
D

ef(t) im
plica A

|=
ÿ

D
ef(t) e sicuram

ente una delle
due prem

esse è vera.
Q

uindi in tutti i m
odelli sarebbero definiti esattam

ente gli stessi term
ini.

Se ripetiam
o il ragionam

ento per l’uguaglianza e per le applicazioni di predicato,
otteniam

o in tutti i m
odelli valgono le stesse identità e i predicati sono interpretati allo

stesso m
odo, cioè che tutti i m

odelli sono indistinguibili dal punto di vista della logica.
(N

om
enclatura: una specifica i cui m

odelli sono tutti isom
orfi fra loro si dice

m
onom

orfa)
Il problem

a nasce dal fatto che richiedere * per tutte le form
ule (incluse le negazioni) è

troppo forte.



M
odello Iniziale

Il problem
a che è em

erso dal lucido precedente è la negazione.
Escludere le form

ule che contengono un not non è però sufficiente, perché
problem

atiche analoghe nascono dai not “nascosti”
(eg. j

…
y ≡ ÿ

j
⁄

y, t=t’ ≡ t=
e t’ ⁄(ÿ

D
ef(t) Ÿ

ÿ
D

ef(t’)))
Restringiam

o drasticam
ente il tipo di form

ule ai soli atom
i positivi cioè

applicazioni di predicati e uguaglianze esistenziali, che sono sufficienti per
caratterizzare un’algebra.
D

efinizione
U

n’algebra I è iniziale per una specifica Sp se e solo se
•

È un m
odello di Sp

•
È term

-generated
•

I |= e im
plica A

 |= e per ogni A
Œ

 M
od(Sp) e ogni eŒ

 PA
tom

(S)
D

ove PA
tom

(S)={t=
e t’ | t,t’ Œ

T
S }»

{p(t1 ,…
,tn )| ti Œ

T
Ssi }

IŒ
 G

M
od(Sp)

}

Si dice anche che I soddisfa il m
inim

o vero.
M

a una tale I esiste sem
pre?

In generale no. V
edrem

o un caso particolare in cui esiste e si può calcolare



Congruenze e Q
uozienti

V
isto che vogliam

o costruire un m
odello term

-generated cerchiam
o di

costruire i carrier com
e quozienti di term

ini.
Siccom

e poi dobbiam
o dotare i carrier di struttura algebrica per fare il

quoziente non ci basta una qualsiasi relazione d’ordine.
U

na fam
iglia ~ di relazioni ~

s Õ
 T

S (X
)s ¥ T

S (X
)s  è una congruenza (caso

particolare di una definizione più generale) se
•

Ciascuna ~
s è sim

m
etrica e transitiva (m

a non necessariam
ente riflessiva)

•
ti ~

si t’i  e f(t1 ,…
,tn ) ~

s  f(t1 ,…
,tn ) im

plica f(t1 ,…
,tn ) ~

s  f(t’1 ,…
,t’n )

D
ata una congruenza si definisce il quoziente.

s ~ = T
S (X

)s /~

f ~([t1 ],…
,[tn ]) = [f(t1 ,…

,tn )] se f(t1 ,…
,tn )~f(t1 ,…

,tn ), indefinita altrim
enti

È ben definito?

Sì perché sim
m

etria e transitività perm
ettono di parlare di classi di

equivalenza e la proprietà sulle funzioni garantisce la correttezza della
definizione di f ~.



Costruzione del m
odello iniziale

Sia ~
Sp = {~

Sps Õ
 T

Ss ¥ T
Ss  | s Œ

 S} definita da
t~

Sp t’ se e solo se per ogni m
odello A

 di Sp si ha A
| = t=

e t’
A

llora ~
Sp è una congruenza (verifica per esercizio)

Sia I(Sp) l’algebra parziale coi predicati definita da:
•

s I(Sp) = T
Ss /~

Sp

•
f I(Sp)([t1 ],…

,[tn ]) = [f(t1 ,…
,tn )] se f(t1 ,…

,tn ) ~
Sp f(t1 ,…

,tn ), indefinita
altrim

enti
•

p
I(Sp) = {([t1 ],…

,[tn ]) | A
| =p(t1 ,…

,tn ) per ogni A
 Œ

 M
od(Sp)}

1.
I(Sp) è ben definita

2.
Se I(Sp)Œ

M
od(Sp) allora è il m

odello iniziale di Sp
•

La prova di 1 è banale (per esercizio)
•

La prova di 2 si basa sul (=è banale, per esercizio, assum
endo che sia

vero) lem
m

a seguente
3.

D
ata una valutazione V

: X
Æ

 I(Sp), I(Sp) | =
V  j se e solo se

I(Sp) | =
V  j[tx /x|xŒX

] dove tx ŒV
(x)



Esistenza del m
odello iniziale

In generale l’algebra I(Sp)non è un m
odello:

Sp =(S
,A

x) dove S = ({s},{a,b},∅
) e A

x={D
ef(a) ⁄ D

ef(b)}
H

a un m
odello in cui è definita a m

a non b e viceversa un m
odello in cui è

definita b m
a non a, per cui in I(Sp) entram

be non sono definite e quindi non
è un m

odello
Teorem

a (solo enunciato)
Se Sp è una specifica positive conditional, allora am

m
etto m

odello iniziale.
D

ove una specifica è positive conditional se e solo se è logicam
ente

equivalente (=hanno gli stessi m
odelli) ad una i cui assiom

i lo sono tutti e un
assiom

a è positive conditional se e solo se è della form
a

e1 Ÿ…
Ÿ

en …
e0  dove ogni ei è un atom

o e se ei è una uguaglianza forte t=t’ per
qualche iŒ

[1,n], allora esiste jŒ
[1,n] tale che ej è un atom

o positivo e o t o t’
com

pare in ej  (guarded strong equality)
Le specifiche p.c. sono particolarm

ente interessanti perché corrispondono
m

etodologicam
ente a definizioni ricorsive (induttive)

e soprattutto perché esiste un sistem
a autom

atico per costruire I(Sp)
(è sem

idecidibile se t~
Sp t’)



Sistem
i deduttivi

U
n sistem

a deduttivo è una relazione fra insiem
i di form

ule G (gli assiom
i

assunti veri) e form
ule  j (le form

ule dedotte a partire dagli assiom
i) indicato

G
┣

 j
D

ata una nozione di validità  | =, un particolare sistem
a deduttivo è | =, definito

da G | = j se e solo se A
| = G

 im
plica A

| = j
 per ogni m

odello A
.

U
n sistem

a deduttivo è sound (corretto) se G
┣

 j im
plica G | = j.

U
n sistem

a deduttivo è com
plete (com

pleto) rispetto ad una classe di form
ule F

se G | = j im
plica G

┣
 j per ogni j

Œ
F

Perché abbia un’utilità pratica un sistem
a deduttivo deve essere:

•
Sound (non vogliam

o dedurre falsità)
•

Com
plete rispetto ad una classe ragionevolm

ente am
pia di form

ule
•

D
escritto in m

odo effettivo, cioè in m
odo da poter essere usato com

e m
ezzo

di calcolo
D

i solito un sistem
a deduttivo si presenta m

ediante un insiem
e di regole di

inferenza.



Sistem
a di Birkhoff

Il sistem
a di Birkhoff è un sistem

a deduttivo per la logica equazionale
om

ogenea e totale.

V
ogliam

o estenderlo al caso parziale eterogeneo e condizionale.
Cioè vogliam

o che gli assiom
i propri ed eventualm

ente passi interm
edi della

com
putazione siano della form

a
e1 Ÿ…

Ÿ
en …

e dove tutti gli ei  sono atom
i (cioè uguaglianze forti o atom

i positivi)

A
ssiom

i propri
j

j
Œ

A
x

Equivalenza

riflessività
t=t

sim
m

etria

t=t’
t’=t

transitività

t=t’
t’=t”

t=t”

Congruenza
f(t1 ,…

,tn ) = f(t’1 ,…
,t’n )

t1 =
 t’1 ,…

,tn  = t’n
p(t’1 ,…

,t’n )
p(t1 ,…

,tn )
t1 =

 t’1 ,…
,tn  = t’n

Istanziazione
j[V

]
j

Œ
Form

(S,X
), V

:X
Æ

T
S (Y

)
j



Sistem
a di Birkhoff generalizzato

Il fatto di avere form
ule condizionali richiede di aggiungere una regola di

m
odus ponens

A
vendo parzialità ci sono due nozioni di uguaglianza, la forte e l’esistenziale.

L’uguaglianza forte è riflessiva, m
entre quella esistenziale no.

Entram
be sono sim

m
etriche e transitive.

Q
uindi alle regole del sistem

a di Birkhoff (che valgono per l’= forte)
aggiungiam

o

e1 Ÿ…
Ÿ

en …
e       ei

e1 Ÿ…
ei-1 Ÿ

ei+1 Ÿ …
Ÿ en …

e

sim
m

etria

t=
e t’

t’=
e t

transitività

t=
e t’

t’=
e t”

t=
e t”

Relazioni fra = e =
e

t=
e t’

t=
 t’

t=
e t

t=t’
t=

e t’
t=

e t
t=t’

t’=
e t’

Strettezza
p(t1 ,…

,tn )
ti  =

e  ti
f(t1 ,…

,tn ) =
e  f(t1 ,…

,tn )
ti  =

e  ti
Bisogna ancora dire che le variabili sono sem

pre definite e che (quindi) si possono
sostituire solo con term

ini definiti (quindi la regola di istanziazione va m
odificata)

D
efinitezza delle variabili

Istanziazione
j[t/x] j

t=
e t

x=
e x

xŒ
 X



Soundness
M

a il sistem
a di Birkhoff generalizzato è sound e com

pleto rispetto agli atom
i

positivi ground (=senza variabili)?
Se sì lo possiam

o usare com
e “algoritm

o” di calcolo per ~
Sp.

N
ella form

a data N
O

N
 è sound.

Controesem
pio: sia S = ({s},{a,b},∅

) l’applicazione della regole di transitività
a=

e x
x=

e b
a=

e b
non è sound.
Se si considera il caso dell’algebra vuota (carrier di sort s insiem

e vuoto, a e b
indefinite entram

be), non ci sono valutazioni per la variabile x, quindi le
prem

esse sono valide, m
entre la conseguenza non lo è.

Il punto cruciale è che a =
e x e x =

e b in realtà sono "
x:s. a =

e x  e "
x:s. x =

e b da cui si
può dedurre correttam

ente "
x:s. a =

e b.
Le soluzioni possibili a questo problem

a sono:
1 escludere i m

odelli con carrier vuoto
2 quantificare universalm

ente le variabili in m
aniera esplicita

3 m
odificare le regole in m

odo da non dim
inuire m

ai le variabili tranne che con
l’istanziazione



Com
pleteness

Il sistem
a di Birkhoff generalizzato è com

pleto rispetto agli atom
i

positivi ground (=senza variabili).
In realtà in una form

a lievem
ente diversa è com

pleto anche per gli
assiom

i della form
a x

1  =
e x

1  Ÿ …
Ÿ x

n =
e x

n   …
 e con e un atom

o positivo.

Per ottenere un sistem
a com

pleta rispetto a form
ule del tipo

x
1  =

e x
1  Ÿ …

Ÿ x
n =

e x
n  …

 e con e un atom
o qualunque invece bisogna

lavorare un po’.
Sistem

i com
pleti per altre classi di form

ule sono poco studiati nel
contesto delle specifiche algebriche perché non hanno applicazioni
pratiche.


