ALGORITMO FFT

(Fast Fourier Transform)

« L’algoritmo FFT & uno strumento molto efficienterpl calcolo della DFT .
« Comporta una sostanziale riduzione del numergdrazioni richieste

« Si applica al casoN = 2°

» Richiede 2Nlog, N  operazioni in luadgile N2 richieste per la DFT

* Si basa fondamentalmente sulle proprieté&ﬂ 27N & sulla decomposizione
binaria degli indici k ed m

« Il calcolo viene eseguito ippassi mediante I'introduzione pivettori detti vettori
intermedi

* Dopo il calcolo dell'ultimo vettore intermedio, $&1e componenti vanno riordinate
attraverso un’operazione di BIT-REVERSAL per otienle componenti della DFT.

Richiami sulla DFT

Sia f un segnale periodico di periodo N rappredertal vettore N-dimensionale di
componenti f[0], f[1], ..... , fIN-1]

Si definisceTrasformata di Fourier Discreta (DFT) del segnale f :

F[k] = Nz_llf[m]e

Si2%m,
N

Ok=01...,N-1
Formula di inversione:

1 N1 i2%m
f[m]:ﬁz Flkle M Om=01...,N-1
k=0

La DFT di un vettore puo essere calcolata attravensprodotto matrice-vettore

introducendo la matrice A (di dimensioneN) t.c. S2m
A, =enN
N-1 N-12m
Infatti: (AM)K]=Y A flm=>e N flm=Fk] => F=AIf
m=0 m=0

Il prodotto matrice-vettore Af richiede il calcold i prodotti per ogni componente
di F. Essendo N le componenti di F, il costo corapianale totale sarhl”

Algoritmo FFT
L'algoritmo FFT (Fast Fourier Transform) € basataisumetodo estremamente
efficiente per il calcolo della DFT, con una sogtale riduzione del tempo di
calcolo attraverso una riduzione del numero di agieni.
Assumiamo che N sia un potenza di N = 2°
2Tt N-1
2

IntroducendoW =e N la DFT puo essi@itta comeF[ K] = Zf [m]w*™
La FFT si basa fondamentalmente su 2 ingredienti: m=0

* e proprieta d\W

* |a decomposizione binaria degli indici k ed m

1) PROPRIETA DI W
Se g=0,1,....,N-1 m==> N9 somoddici N-esime dell’unita

.2TT qm

.21
-2 _2n _
Infatti: \A\/9 :e'Nq — (WQ)N —e M =—gi2m—q

In particolare se q & multiplo &° : | g=n2®> = Ww- =1|

Infatti: \W9=e N = e_ 2 —e?m =1

2) DECOMPOSIZIONE BINARIA DEGLI INDICI k, m
— - -2 2
m=2""m_,+2"?m_,+...+2°m,+2'm +m,
—_ -1 -2 2 1
k=2""Kk,, +2"°K,, +...+2°k, + 2°k, + K,
Il prodotto mk si potra quindi esprimere:
mk= m (20100t |, + 20122k, 4.4 20102k, + 2702k, + 2Pk )+
M, (27220 + 2220 2K, e+ 27220k, + 2022k, + 272K, )+

m,, k, 0{03}

m, (227K, + 222k, o+ 227K, + 22K, + 2K, )+
m, (2"‘1kp_1+2p‘2kp_2+---+22k2+2k1+k0)

da cui:

mk= m_(2P220 Kk +27 300K _, +...+ 202Pk, + 2Pk, + 2Pk, )+

M (27920k |, + 277420k, ook 2K, + 2Pk, + 272K )+

X (ZF’kp_1 + 2P, e+ 20+ 22K + 21k0)+
o (2"‘1kp_1 + 2Pk, e+ 27K, + 2K, + ko)

3 3




Avendo espresso il prodotto mk come somma di vamitgr(che indichiamo
genericamente con a, b ,c ...) possiamo esprimere:

WM = Warbret = wWea (WP (WC [«
Dalle proprieta di W, & perd noto che se q & multiflaP, W9=1

ll- Nello sviluppo di mk, tutti gli addendi multipli & non daranno alcun
contributo e possono essere ignorati. Gli unicaedontributo sono quelli
sottolineati.

Poniamo: ¢, =2""k,m_,
c, = (2"‘1kl +2P72 ko)mp_2

Cos = (2"‘1kp_1 + 2Pk, e 2K+ ko)mO
) W™ = W% W W
Ritornando alla formula della DFT possiamo quirgprémere tutto in funzione
degli indici m, k; : FIK] =FK,p, Koo Ky, K]
f[m] :f[mp—l’m "”7ml’m0]

1 1 1 1
FIKps Kz kol = 20 D 3 3 [my o my e my, mp W TW B W
my=0m,;=0

m,_,=0m, ;=0

Costo computazionaled componente di F & richiesto il calcolo di p sommiator
(essendo N=2= p=log,N) ognuna contenente due termini.
Costold componente : 2logN

I3
Costo totale 2Nlog,N

Implementazione della FFT

L'implementazione della FFT si esegue in passies&igi attraverso l'introduzione dei
cosidetti pvettori intermedi ().

1 1 1 1
FIK, 1Ko kKol = D0 0 ST S Im Ly m -, my, mg W TWS [ W
mg=0m,= mp-=0 mpil—O f (1) |
L — £
£ 62)
£ (P)

Il primo vettore intermedid® (calcolato a partire dal vettore f di input) divent
I'argomento della seconda sommatoria per il caldelosecondo vettore intermed(@f
e cosi via.

Esplicitando i vettori intermedi e facendo atteng@gli indici da cui dipendono:

1
f (1)[k0, mp—2'. .- ml' mO] = Zf [mp_l, mp_gl' "y mll mO]WCO
m,,=0
1
f @[k, ky, -, m,my] = Zf (1)[|(0,mp_21"'amlvmo]\NCl

m, =0

1
f (p)[k01 kl!"'vkp—Z’ kp—l] = Zf (p_l)[kOl klv"'lkp—Z! rT‘O]WCW1
my=0
Esempio:p=4 ;N=2=16

La formula della FFT diventa:
1 1 1 1
FIKa Ky Ky Kol = D0 > D > f[my, m,, m;, my]W® [W* (W [W®

Mo =0 m;=0m,=0 m =0
mentre peric ¢, = 2°k,m,

c, = (23kl + szo)m2

c, = (2°k, + 2%k, + 2k ,)m,

¢, = (2%k, + 2%k, + 2k, + ko Jm,

| vettori intermedi: L
f(l)[kmmz’ml’mo] = Zf [mg, m,, m;, mJW*®

m3=0
1
F@Lkg,ky, m, me] = > Ok, m,,m,, my]We
m,=0
1
f Olko,ky kpmo] = 3 @lkg, kg, my, mg] W
m;=0

1
f Olko ki Ky ksl = D F Plkg Ky, kyy me]W™

my=0

Dopo il calcolo del quarto vettore intermedio sivax a:
F[k3’ k2’ kl’ kO] :f (4)[k01 kl’ k2’ k3]

mm==)> La componente [ k, k;, k] del vettore F coincide con la componente
[Ko» Ky, ko, ko] del vettore ). Una volta ottenuto il quarto vettore
intermedio, bisogna riordinare le sue componetthatrso un’operazione
di BIT-REVERSAL per ottenere le componenti di F giisto ordine.

Per esempio: F[] = FL0,0,0,0] —f@ L0,0,0,0] = 9[0]
k 3 ko ki ko o ki ko kg
= —f® —f@
Fi1]= F[0,0,0.1]=F"1,0,0,0] =f ™8]




Schema a farfalla . ‘ . Come si interpreta il grafico a
f* N f‘ farfalla:
Calcoliamo esplicitamente alcune componenti ditBovieintermedi. F9) WO F)
FOQ) - Xwg ‘@) 1. Le sbharrette e le frecce
1) ~ o ’ indicano le componenti del
f(l)[kormz!mpmo] = Zf[m3,m2,m1,m0]W 5 G = 23k0m3 O X‘Z’“ f@ vettore intermedF:O
m,=0 "
fO@3) . 2 £12) .
0171 = 0 0 e —m o= =0 precedente che entrano in
FO]=FOIW +F[BIW° (ko =m, =m, =m, =0; m, {01 FO) o W f@ gioco per il calcolo del
FOR]=f WO+ [OIW°  (k,=m,=m,=0; m, =1 m,0{o1}) £O5) » le" Faoy successivo.
" 0 8 1o X:ﬁ /® 2. Se la sbarretta termina
FOLS =F[7]W°+f[LEW®  (k,=m,=m, =m,=1; m,0{01}) o) “ fas senza freccia la
- £O®) / Z:W‘ fm componente del vettore
2) 0Ky kg Ky kol = YO kg Ky ko MW cy = (20K, + 27K, + 2K, +ko)m, o0 - W FO) intermedio precedente va
mg=0 FO10) ) moltiplicata per V9 conla
FOan . Xw,g e freccia va moltiplicata per il
O] = OOW  +FOW® (ko =k, =k, =k; =0; m, 0{01]) ( A Wdindicato.
@ =f® 0,50 8 —k =k =0 —1- r0az). w3 f3)
f [ =fPO]W° +f P[W® (ko =k, =k, =0; k,=1; m,0{03) o Xw fan 3. Secondola teminologia da
: FO(14) » W) noil usata: fO (0) =f [0]
FORg=fORAW +FOLWS  (k, =k, =k, =k, =1 m, {01 . s s o
’ ! £(0) =F[0]




